Vzorové teseni pisemné prace z Klasické elektrodynamiky
Jan Pijacek

Uloha 1

Naleznéte hodnotu parametru g, pro kterou je
A =2, (—2(2q + 3)2> + 4(2q + 3)2?y + (169 + 29)zy® — 24°) + &, (16 + 29)2%y — 4(2¢ + 3)xy? — 2(2q + 3)y° + 22°)

axidlné symetrické vektorové pole. Poviimnéte si, ze vektorové pole B = &, (x — 2y) + €y(ax + by) je axidlné symetrické
jenproa=2ab=1.

—

. 5 Vektorové pole B proa=0,b=1
Vektorové pole Bproa=2ab=1. o . ] .
vep P (nikoli a = 2,b = 0 v puvodnim zad4ni).
Reseni
Nejprve si mozné varianty postupu vysvétlime na jednodussim poli B.

e Na rozdil od skalarniho pole musime u pole vektorového spolu s otocenim souiadnic také otdcet slozky vektoru. Pro
transformaci

¥’ = zcoss+ysins, (1)

Yy = —wsins + ycoss, (2)
kterou zapiseme &' = R,Z, tedy musime spocist pole B"(f) = R;lé(Rsf) a porovnat jej s B(f) Po trose tuprav vyjde
B' —B=(2-a) + (1 —b)y)sin(s) & + ((a — 2)y' + (1 — b)z’) sin(s) &,

Odsud vidime, Ze a, b museji mit vyse uvedené hodnoty, aby bylo pole B axislné symetrické. Zaroven tento postup vyzaduje
pouzivat trigonometrické identity, coz by pro kubicky polynom A bylo pracné.

e Doporucenym postupem je tak vypocet slozek vektorového pole v néjaké axidlné symetrické bazi spjaté se souradnicemi
adaptovanymi pro danou symetrii. Nejjednodussi bude pouzit souradnice vélcové (vlastné polarni protoze v zadani nevy-
stupuje soufadnice z). U ortogonélnich soufadnic pouzivdme pro vypocet slozek skaldrni sou¢iny s bazovymi poli, ty zde
vyjadiime v kartézskych souradnicich, aby se ndm snaze pocitaly skaldrni souciny se slozkami, které také maji v zadani
ilohy podobu polynomu v kartézskych souradnicich,

ep =R (zé, +yé,), =R (~yé +2E,).

Proto spocteme
2

= Ty T
B,=B-& =bR ) h-1)=,
€ + (a )R ( )R

—» x2 Ty
By=DB-&,=2R — -1,
¢ € + (a )R+( )R

I zde jsme museli pouzit zjednoduseni, misto trigonometrické identity §lo o vztah R? = z? + y?. Kombinace z? + 2 je
(az na nésobek) jedind axidlné symetrickd funkce ve tvaru kvadratického polynomu v z,y (pfesnéji homogenni polynom,
proto konstantu neuvazujeme, i kdyz je to také axidlné symetrickd funkce). Abychom ziskali jednoznaény vyraz, pouzili
jsme tento vztah k odstranéni vsech y2.

vvvvv

s vektorovym polem posunuti £. Pro axidlni symetrii je to & = —yé, + 2€y, které dava infinitesimalni transformaci

T =T+ &6+ O(602).



Takovéto posunuti pak také definuji tzv. Lieovu derivaci Eg, kterd tika jak se dané pole méni akci 5 d¢. Pro skaldrni
pole @ je ££~<I> = 5 - V®. Pro vektorové pole ale Lieova derivace kromé malého otoceni souiadnic RssZ zahrnuje také onu

operaci otoceni vektoru R6_¢1 a proto Lieova derivace vektorového pole je definovéana
LsB=¢-VB-B-VL.
Pole P je pak (axidlné) symetrické pokud je jeho Lieova derivace ,CgP = 0, pficemz jednotnd podoba této rovnice pro
skalarni, vektorova, ... pole je umoznéna vhodnou definici Lieovy derivace zavisejici na druhu tenzorového charakteru P.
Tento rigoréznéjsi postup dava

LeB =[(2—a)z+(1—b)ylé, + [(a—2)y + (1 —b)a]e,

a mé vyhodu v tom, Ze nevyzaduje identifikaci axidlné symetrickych skaldrnich vyrazi, jako bylo z2 + y2. Musi se ale
provadét derivovani a pocitat ne tiplné jednoduché kombinace vektorovych vyrazu.

7 textu vySe vyplyvé, ze pro pole A pouzijeme postup doporuceny na prednasce a spocteme slozky Ar a Ay a zjistime,
kdy jsou to axidlné symetrické (skaldrnf) funkce. Vytkeneme-li faktor 1/R jsou €g, €, polynomy prvniho faddu a tak vyrazy
RAR a RAg budou homogenni polynomy 4. fddu. Pochopitelné, axidlné symetricky polynom ¢tvrtého fadu v souradnicich
z,y je (az na ndsobky) jen jeden a to

RY = (2 +4?)% = 2t + 202y + L.

Tak dostaneme
RAR = —2(2q + 3)a* + 2(4q + 7)x3y + 2(16q + 29)2y? — 2(4q + T)xy® — 2(2q + 3)y*.
Po odeéteni vhodného nédsobku polynomu R* dostameme
RAR — (—2(2¢ + 3))R* = 2(4q + T)zy (2® + 5zy — y?) .
Vyraz na pravé strané je axidlné symetricky, jen kdyz je roven nule, a proto
7
q= 1
Zbyva jesté oveérit, zda je i slozka Ay axidlné symetrickd funkce, tedy spocteme Rey - A a dostameme
RA, = 5(4q + T)xy — 8(2¢ + 3)x?y* — 5(dq + T)zy® + 22 + 2y*.
Dosadime vyse uvedenou hodnotu parametru ¢ a ziskame
RAg|,__z =2(*+4%)",

coz potvrzuje, ze pro nalezenou hodnotu ¢ je A axialné symetrické vektorové pole.



Uloha 2

K meéfeni atmosferického elektrického pole se pouzivaji
piistroje méfici nédboj indukovany na uzemnéné elek-
trodé vystavené pusobeni tohoto pole. Nejsilnéjsi pole
vyvolavaji boutrkové mraky, a protoze v takové situ-
aci casto prsf{ (padajici kapky nesou elektricky ndboj a
voda svoji vodivosti komplikuje elektrostatickd meéfeni),
je pro snizeni ,ruSeni“ pfiistroj otocen tak, ze métici
elektroda mifi smérem k zemi. Pfesvédéte se nalezenim
prislusného pomeéru, ze ackoli by podobnda ochrana pred
povétrnostnimi vlivy nebyla rozumna napf. u dalekohledu,
zékony elektrostatiky dovoluji méfit pole elektrickych
néboju v mracich i pfi ,,pohledu® do zemé.

Uvazujte modelovy problém, kdy pole nezndmého
rozloZeni néboje na povrchu (zhruba) vélcového piistroje
nahradite polem dvou zndmych plognych zdroju, jaké jsme
nalezli pii feseni pole vodivého disku.

Vyberte vhodné parametry zdroju, aby podle vés od-
povidaly poli uzemnéného vélce o poloméru a = 200mm a
vysSce spodni resp. horni podstavy nad zemi z; = 650mm
a zo = 850mm. Zdroje v podobé disku uvazované v nasem
priblizném modelu umistéte do kazdé z podstav vélce, u
diskt pak predpoklddejte neznamé naboje Q1, Qs.

Déle predpoklédejte, ze zemé je rovina s potencidlem 0V a
ze neporusené atmosférické pole mé intenzitu £, = E, =
0, E, = 200V /m.

ve tvaru valce?

Ukdzka konstrukce méfici elektrody (vlevo) a aktudlniho umistént
piistroje v terénu (vpravo). Princip pfistroje spo¢ivd v tom, Ze rotujici
uzemnénd clonka stiidavé zakryva a odkryva meéfrici elektrodu, ¢imz do-
nuti nezndmy, na ni indukovany nédboj k p
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Pole uzemnéného vélce vystaveného homogennimu poli (vlevo) a jeho
modelu (vpravo) zalozeného na superpozici dvou poli vodivych diska
(a jejich obrazi ,pod zemi“). Superponované pole samozfejmé jiz neni
v misté disku k nim kolmé, ale jako jednoduchy model skuteéného
pole vélce je pro ulohu do pisemky dostacujici. PovSimnéte si silocar
spojujicich oblohu a spodni podstavu valce.

Jak se v rovnicich projevi ptitomnost atmosférického elektrického pole a jak vodiva zemé pod piistrojem?

Jak ziskdte rovnice pro nezndmé naboje QQ1, Q2?7 Jak tyto rovnice souviseji s tim, ze oba ,disky* maji nahradit vodic
b b ”

Jaké jsou ¢iselné hodnoty naboju @1, Q2 uvazovanych diskovych zdroju?

Jaky pomér tokii elektrického pole skrz hornf a dolnf podstavu vélce ddva vas model? Uved'te jak postup a predpoklady

vypoctu, tak i ¢iselnou hodnotu poméru. Protoze jde o priblizny model, lze vypocet provést ptiblizné. Pouzitéd zjed-

noduseni nezapomente zduvodnit.

ResSeni

a) Pri feseni elektrostatickych tiloh mame splnit

e Polni rovnice — to je zde snadné, protoze pouzivame superpozici znamych feSeni polnich rovnic elektrostatiky.
Jednak jde o pole disku dle zadéni a pak také o homogenni elektrické pole se zadanou intenzitou Ey. Tomu odpovidd

elektricky potencidl &g = —F, z.

e Okrajové podminky — Ty obvykle urcuji hodnoty potencidlu na vodi¢ich. Zemé je takovym vodicem a tedy musime
vyzadovat, aby ®o(z = 0) = 0 (to jsme jiz ucinili) a také pouzijeme zrcadlové obrazy zdroju vz = —z; a z = —z3. (V
nasem piiblizném modelu by dokonce stacilo misto obrazu disku umistit tam napt. v z = (21 + 22)/2 jediny bodovy
néboj a jeho hodnotu uré¢it z podminky ®(z = 0) = 0.)

b) V tloze nahrazujeme nezndmé rozlozeni naboje na povrchu vélce dvéma néboji ve tvaru disku s ndbojovou hustotou
jako by mél osamoceny vodivy disk. Potfebuje dvé rovnice urcujici ndboje téchto dvou disku. Nedokézeme zaridit aby byl
potencidl v§ude na povrchu vélce nulovy (to by bylo nekoneéné rovnic pro nekoneéné bodu povrchu vélce). Misto toho pro
jednoduchost zvolime stied horni a dolni podstavy valcu a vyzadujeme potencal odpovidajici uzmemneéni valce

Px=y=0,z2 (3)

Pripomenme si, ze potencial uvazovaného jednoho vodivého disku byl

Qdisk

dmepa

(W arcta 8)
Z _arctan 2
2 a’’

Dgiex =



kde s,v byly sferoiddlni souradnice zavedené mj. vztahem z = scosv. Z vyse uvedeného vidime, ze (zatim) vystacime s
polem na ose z kde se vztah pro s zjednodusi na
s=z|.

Po uvézeni dvou diskt o stejném poloméru a, jejich zrcadlovych obrazu a homogenniho atmosférického pole dostaneme

- + - +
Pr=y=0,2) = —Epz — @ (arctan M — arctan |2 Zl') - @ (arctan M — arctan ZZQ|) (4)
dmega a a 4dmega a a

Dosazenim tohoto tvaru ® do rovnice (3) dostaneme dvé rovnice pro nezndmé néboje Q1, Qs.
221 21+ 29 21 — %2
Q1 (arctan — | + Q2 | arctan ! — arctan g = 4mwegEp azy,
a a a

2o+ 2 29 — 2 2z
Q1 (arctan M — arctan |21|) + Q2 <arctan 2) = 4dmegEy azo
a a a
¢) Numerické feseni této soustavy rovnic dé
@1 =1.06nC, Q2 =2.13nC.

d) Nejprve si rozmyslime, jakd zjednoduseni muzeme pouzit s cilem vyhnout se vypoctu integralu pro tok elektrického

pole plochou.
Prvnf aproximace spocivé v sou¢inu plochy a (normdlové slozky) elektrické intezity ve stfedu disku. Elektrickd intenzita

na ose spoctend z (4) je

lﬂw:y:OJ%:EH_Ql<sw@za 1 >4_Q2<f@uzn 1 >. 5

z— 2P +a®  |z4 22 +a?

deg \ |z — 212+ a? |z + 21> + a? 47eq

Pouzili jsme |z|" = sgn = a také to, ze sgn(z+21,2) = 1 protoze nad zemi
je vzdy z > 0.

Nez do této rovnice dosadime z = z; — € a z = 29 + € a vynasobime
ji €0 a Fma? (F kvili orientaci podstav) abychom ziskali odhad naboje
na podstavach (a jejich podélenim pak hledany pomér), viimneme si, ze
jeden clen jesté potiebuje upfesnit.

Uvazujme na chvili pole samotného disku disku ¢.1. V této aproximaci
nam totiz vychazi tok elektrického pole disku ¢.1 pocitany pies jeho
(spodni) plochu jako limitu pro z — z;

=g 1 —1 1
€0 E-dS = —¢yma® x @ R 2:Q—.

4dmeg 02 +a 4
disk(z]) Silocéry elektrického pole nabitého vodivého disku a
jejich tok skrze stejné velky disk nachézejici se velmi
Protoze silocary sméruji z disku symetricky na obé strany, méli bychom blizko (Carko,v ana cra) a dale V(.teCkovane) od ngj.
. N ) K D 9 Zatimco u blizkého disku d4 soucin plochy a intezity
presné dostat @Q1/2. Proto zlomky, kde se ve jmenovateli vyskytuje 0% + uprostied integrované plochy jen polovinu spravného
a? vynasobime opravnym faktorem 2 a tak ziskdme snesitelné pfiblizny vysledku, pro vzdélenost rovnou poloméru disku je to

vyraz pro ndboje na podstavich jiz 86% a pro trojndsobek pak 94%.

’ 2 Q1 1 Q2 -1 !
= Ey—-=—=(-2-—F—)-= -
@ = —eoma” o 4< uﬂﬂ+J ziQa—@Wﬁ+1<a+@ww+1’

/ 2 Ql 1 1 QQ 1
= Ey+ — — —=2——-——.
(@2 = coma”Eo + 4 ((2122)2/a2+1 (zl+22)2/a2+1> + 4 ( 4z2/a? + 1
Ciselna hodnota naboji na podstavéach vélce @} = 0.59 nC, Q4 = 1.41 nC pak dava pomér

Qy .
Q—;:o.zm.
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Uvazujte kouli o poloméru a, v niz je celkovy naboj @ sféricky symetricky rozmistén tak, ze potencial elektrostatického
pole mé tvar (samoziejmeé, r = || )
C a
A+ B+— 0<r<;
r

(I)(T): D a 2
T—2+E 5<r<a

Déle plati, ze nikde uvnité koule nejsou zidné plosné ani bodové néboje. Zadné niboje se pak nenachézeji vné koule.
Elektricky naboj ma tedy podobu objemové nabojové hustoty nenulové jen uvniti koule.
a) Naleznéte hodnotu konstant A, B, C, D pokud znéte celkovy ndboj Q.

Ptedpokladejme nyni, ze koule je mirné vodiva a veskery ndboj se ¢asem prestéhuje na jeji povrch.
b) Naleznéte potencidl uvniti koule, ktery bude odpovidat situaci, kdy vSechen néboj skonéi na jejim povrchu v podobé
konstatni plosné nabojové hustoty.
¢) Naleznéte rozdil energii obou konfiguraci pole, tedy energii, kterd se pii stéhovani ndboje pfemeni v teplo.

Muze se hodit A » A »
P S L A A n g3, _ =T n+3 _ (2\"
///r da:—n+3(2) , //r d’x n—&—S{a (2) }

r<g g<r<a

Reseni
a) Z Gaussovy véty vyplyvé, ze celkovy ndboj uvniti koule je ddn ve sférické symetrii jako

Q = 41r?eoE,.(r = a).

Protoze E,(r = a) = — 0,®|,_, = 22 vychdzi
_ @
~ 87ep
V zadani neni pozadovano urceni konstanty E. To proto, Ze si mizeme potencidl v jednom bodé zvolit. Obvykle se bere
®(r = 00) = 0, my ale pro jednoduchost zvolime F = 0 a ddme pak pfi vypoctu pozor, abychom nikde nepfedpoklddali,
Ze potencial vymizi v nekoneénu.
7 podminky, ze uvniti koule nejsou bodové naboje dostavame

C=0

Protoze uvnitt koule nejsou ani plosné naboje, vime, Ze derivace potencidlu jsou spojité v r = 5. Z toho spocteme

320Q

3ra’eq

Potencidl musi byt v r = 5 spojity a z této podminky dostameme

2
B= @ (plati jen pro volbu E = 0).
3maey

b) Dusledek sférické symetrie (a Gaussovy véty) je, ze pii stéhovani se neméni elektrické pole vné koule a tedy ani
potencidl. Stac¢i tedy vy¢cislit @(r = a) a tato hodnota potencidlu, kterd byla puvodné jen na povrchu sféry r = a je nynf
viude uvnit¥, tedy

1 Q

O(r < a) = 8 mega”

c) Protoze vné koule se elektrické pole nemén{ a tedy ani jeho energie, vystacime s integrac{ uvnitt koule. Vné koule je
totiz v obou piipadech stejné pole a jeho energii
1 Q%1

m@x =3 -
79 4meg a

nemusime uvazovat. Energii elektrického pole vychoziho rozlozeni ndboje budeme uvniti koule pocitat podle vztahu

W, = %)///\E,.Fd?’x.

0<r<a

Oproti vztahu % Ik p®d3z je to vyhodnéjsi, protoze integrand pak vyjde ve tvaru dle ndpovédy a staci secist pifslusné
zlomky. Energie elektrického pole koncového rozlozeni nadboje uvniti koule poc¢itand podle téhoz vzathu je nulovd Wy = 0,
protoze je uvniti koule konstatntni potecidl. Proto

115 Q?

AW =W, = — .
W=m 312 Tega




